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ÉQUIDISTRIBUTION ET DIFFÉRENTIABILITÉ
Huayi Chen
Résumé.  On propose un ritère d'équidistribution par la diérentiabilité de er-
tains invariants arithmétiques. Combiné ave la méthode de pentes et les mesures
asymptotiques, e ritère donne une nouvelle démonstration oneptuelle des résul-
tats d'équidistribution obtenus initialement via le prinipe variationnel.
Abstrat.  We propose a riterion of equidistribution by the dierentiability of
ertain arithmeti invariants. Combined with the slope method and the asymptoti
measures, this riterion gives a new oneptual proof to equidistribution results
originally obtained via the variation priniple.
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1. Introdution
Dans les problèmes d'équidistribution de nature arithmétique, on s'intéresse au
omportement asymptotique d'une suite de mesures dénies par des points algébriques
dans une variété projetive sur un orps de nombres. L'approhe arakelovienne de es
problèmes est proposée par Szpiro, Ullmo et Zhang. Basé sur le prinipe variationnel
introduit dans leur artile [23℄, des développements dans ette diretion ont été menés
dans des travaux omme [24, 26, 2, 3, 10℄ et.
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SoientK un orps de nombres etK une lture algébrique deK. Soit X une variété
arithmétique projetive sur SpecK. On xe un plongement σ de K dans C. Si x est
un point de X à valeur dans K, alors il denit une mesure de probabilité borélienne
(1) ηx,σ :=
1
[K(x) : K]
∑
eσ:K(x)→C
eσ|K=σ
δσ(x)
sur Xanσ , où pour tout y ∈ X
an
σ , δy désigne la mesure de Dira onentrée en y. On
onsidère maintenant une suite (xn)n>1 de points dansX(K), dans le problème d'équi-
distribution, on herhe des onditions sous lesquelles la suite de mesure (ηxn,σ)n>1
onverge faiblement, ou de façon équivalente, la suite d'intégrales
( ∫
Xan
σ
f dηxn,σ
)
n>1
onverge dans R pour toute fontion ontinue f sur Xanσ .
Certainement la suite (xn)n>1 ne devrait pas être quelonque. Dans la pratique,
on demande souvent la onvergene de ertaine fontion de hauteur évaluée en es
points. Dans la littérature, ette fontion de hauteur peut être onstruite soit en
utilisant la théorie des hauteurs à la Weil, soit par la théorie d'Arakelov. Dans et
artile, on adopte le deuxième point de vue. Dans la théorie d'Arakelov, les fontions
de hauteurs sont dénies relativement aux brés inversibles adélique. On ne demande
ii auune ondition de positivité ni de lissité aux métriques. Soit L un bré inversible
adélique sur X . Pour tout point algébrique x ∈ X(K), l'image réiproque x∗L est
un bré inversible adélique sur SpecK(x), où K(x) est le orps de dénition de x.
La hauteur de x par rapport à L est par dénition le degré d'Arakelov normalisé
d̂egn(x
∗L). L'avantage de ette approhe est que la fontion de hauteur ainsi dénie
est automatiquement additive par rapport à L, autrement dit, si L1 et L2 sont deux
brés inversibles hermitiens sur X , alors
hL1⊗L2(x) = hL1(x) + hL2(x).
Soit P̂ic(X) le groupe des lasses d'isomorphisme de brés inversibles hermitiens
surX . Pour toute fontion ontinue f sur Xanσ , on désigne par Oσ(f) le bré inversible
hermitien dont le bré inversible sous-jaent est OX , dont la métrique en toute plae
autre que σ et σ est triviale, et tel que,
(2) ∀x ∈ Xanσ , ‖1x‖σ = e
−f(x),
où 1 est la setion de l'unité de OX . L'appliation f 7→ Oσ(f) est en fait un ho-
momorphisme du groupe (additif) des fontions ontinues sur Xanσ vers P̂ic(X). On
désigne par Cσ(X) l'image de ette appliation. Si x = (xn)n>1 est une suite de points
algébriques dans X , on désigne par ϕx : P̂ic(X)→ R ∪ {±∞} la fontion dénie par
ϕx(L) = lim inf
n→+∞
hL(xn). Dans et artile, on établit le résultat suivant :
On suppose que L est un bré inversible adélique tel que la suite
(hL(xn))n>1 onverge. Alors la suite de mesure (ηxn,σ)n>1 onverge fai-
blement si et seulement si la fontion ϕx est diérentiable en L pour les
diretions dans Cσ(X). En outre, la mesure limite oïnide à la dérivée de
ϕx.
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On préisera dans 3 la dénition de la dérivabilité d'une fontion sur P̂ic(X) et on
expliquera que e résultat  ombiné ave un argument de onvexité  permet d'uni-
er ertaines preuves par le prinipe variationnel. En eet, pour établir la dérivabilité
de la fontion ϕx en L, il sut de la minorer par une fontion ψ qui est diérentiable
en L et telle que ϕx(L) = ψ(L). Ce ritère est souple et demande auune ondition
de positivité a priori sur les métrique du bré adélique L.
Un résultat de Zhang [27℄ permet de minorer ϕx(L) par la hauteur normalisée de
X par rapport à L lorsque la suite x est générique. C'est un point lé dans les résultats
d'équidistribution via le prinipe variationnel. Cependant, il semble que l'égalité entre
ϕx(L) et la hauteur normalisée de X est une hypothèse très forte. Par exemple, elle
implique que la mesure asymptotique de L est une mesure de Dira, ou enore, le
polygone de Harder-Narasimhan asymptotique est un moreau de droite. En outre, la
diérentiabilité de la hauteur normalisée deX par rapport à L est un point diile, qui
demande ou bien une ondition de positivité à L, ou bien des tehniques analytiques
omme par exemple le noyau de Bergman qui, me semble-t-il, n'a pas enore des
analogues ultramétriques.
Il s'avère que la méthode de pentes à la Bost [6, 7, 8℄, appliquée à l'appliation
d'évaluation en es points, permet de failement minorer ϕx(L) par la pente maximale
asymptotique µ̂pimax(L), qui est la limite des pentes maximales normalisées des images
diretes des puissanes tensorielles de L. La pente maximale asymptotique est très
liée à un invariant arithmétique appelé la mesure asymptotique de L, notée νL (voir
[12, 15, 13℄). C'est une mesure de probabilité borélienne sur R. Cet invariant est
déni pour tout les brés adéliques hermitiens L tels que L est gros. La pente
maximale asymptotique est en fait la borne supérieure du support de νL. Lorsque
L est arithmétiquement gros, ou de façon équivalente, µ̂pimax(L) > 0, on a les relations
suivantes :
(3) µ̂max(L) >
∫
R
max{x, 0} νL(dx) >
∫
R
x νL(dx),
où les deux intégrales sont respetivement égales au volume arithmétique (au sens de
Moriwaki) normalisé et à la apaité setionnelle normalisée. Cette dernière s'identie
à la hauteur normalisée de X lorsque L satisfait à ertaines onditions de positivité.
Le ritère d'équidistribution mentionné plus haut et la diérentiabilité de la fontion
volume arithmétique établie dans [14℄ donnent une nouvelle démonstration onep-
tuelle des résultats d'équidistribution via le prinipe variationnel.
Le ritère d'équidistribution suggère que, une meilleure ompréhension sur le do-
maine de diérentiabilité de la fontion µ̂pimax devrait onduire à des théorèmes d'équi-
distribution plus général.
L'artile est organisé omme la suite. Dans le deuxième paragraphe, on rappelle
des notions onernant les brés adéliques hermitiens. Dans le troisième paragraphe,
on énone et démontre le ritère d'équidistribution. Ensuite, on disute dans le qua-
trième paragraphe les minorations de la limite inférieure des hauteurs. Enn, dans le
inquième paragraphe, omme appliations on interprète les preuves via le prinipe
variationnel par le langage de diérentiabilité et donne une nouvelle preuve.
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Remeriements. Les résultats dans et artile ont été présentés dans une renontre
de l'ANR Berkovih, je tiens à remerier les organisateurs et les partiipants. Je
suis reonnaissant à D. Bertrand, J.-B. Bost, A. Chambert-Loir, C. Gasbarri, C.
Mourougane et C. Soulé pour de très intéressantes disussions et remarques.
2. Rappels sur les brés inversibles adéliques
Dans et artile, le symbole K désigne un orps de nombres et OK désigne la
lture intégrale de Z dans K. On note Σ l'ensemble des plaes de K, qui s'érit
omme l'union disjointe de deux parties Σf et Σ∞, où Σf est l'ensemble des plaes
nies de K, qui s'identie au spetre maximal de OK ; et Σ∞ est l'ensemble des
plongements de K dans C. On xe en outre une variété intègre et projetive X dénie
sur K et on désigne par pi : X → SpecK le morphisme struturel. Soit d = dim(X).
2.1. Métriques sur un bré inversible.  Soit L un OX -module inversible.
Soit σ ∈ Σ∞. Une métrique (ontinue) sur L en σ est la donnée, pour tout ouvert U
de l'espae analytique Xanσ et toute setion ontinue s ∈ C
0(U,Lσ), d'une fontion
ontinue ‖s‖σ : U → R>0, soumise aux onditions suivantes :
1) pour toute fontion ontinue a : U → R, on a ‖as‖σ = |a| · ‖s‖σ ;
2) si x ∈ U est tel que s(x) 6= 0, alors ‖s‖σ(x) 6= 0.
On note nσ = 1.
Soient p ∈ Σf un idéal maximal de OK et Fp = OK/p le orps résiduel de p. Soit
| · |p la valeur absolue sur K telle que
∀ a ∈ K×, |a|p = p
−vp(a),
où vp est la valuation disrète sur K orrespondant à p, p est la aratéristique de Fp.
Soit en outre np := [Fp : Z/pZ]. On désigne par Kp le omplété de K par rapport à la
valeur absolue | · |p, et par Cp le omplété d'une lture algébrique de Kp. La valeur
absolue | · |p s'étend de façon unique sur Cp, et le orps Cp est algébriquement los et
omplet pour la valeur absolue |·|p. D'après [4, 3.4.1℄, le fonteur de la atégorieAnKp
des espaes analytiques sur Kp au sens de Berkovih (f. [4, 3.1℄) vers la atégorie
des ensembles, qui envoie tout espae analytique Y en l'ensemble des morphismes
d'espaes annelés en Kp-algèbres HomKp(Y,XKp), est représentable par un Kp-espae
analytique que l'on notera Xanp . Le OX -module inversible L orrespond à un module
inversible sur l'espae analytique Xanp que l'on notera Lp. Une métrique sur L en p
est alors la donnée, pour toute partie ouverte U de Xanp et toute setion ontinue
s ∈ C0(U,Lp), d'une fontion ontinue ‖s‖p : U → R>0, soumise aux onditions
suivantes :
1) pour toute fontion ontinue a : U → Cp, on a ‖as‖p = |a|p · ‖s‖p ;
2) si x ∈ U est tel que s(x) 6= 0, alors ‖s‖σ(x) > 0.
Soit Z un sous-shéma ouvert de SpecOK qui ontient p et OZ son anneau. On
appelle modèle de (X,L) sur Z tout ouple (X ,L ), où X est un X-shéma projetif
et plat tel que XK = X et L est un faiseau inversible sur X tel que LK = L.
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2.2. Fibré inversible adélique.  On appelle bré inversible adélique sur X tout
ouple L = (L, (‖ · ‖v)v∈Σ), où L est un OX -module inversible, et où ‖ · ‖v est une
metrique sur L en v, soumis aux onditions suivantes :
1) pour toute plae nie p ∈ Σf , ‖·‖p est invariante sous l'ation du groupe de Galois
Gal(Cv/Kv) ;
2) les métriques (‖ · ‖σ)σ∈Σ∞ sont invariantes par la onjugaison omplexe ;
3) il existe un sous-shéma ouvert non-vide Z de SpecOK et un modèle (X ,L ) de
(X,L) sur Z tel que, pour toute plae v ∈ Z ∩ Σ, la métrique ‖ · ‖v soit induite
par le modèle (X ,L ).
Si L est un bré inversible adélique sur X , on désigne par pi∗L l'espae vetoriel
H0(X,L) sur K, muni des métriques sup. C'est un bré vetoriel adélique sur SpecK
(f. [16℄, voir aussi un rappel dans 4.1).
On désigne par P̂ic(X) le groupe des lasses d'isomorphismes de brés inversibles
adéliques sur X . Si p est une plae nie et si f est une fontion ontinue sur Xanp ,
supposée être invariante par l'ation du groupe de Galois Gal(Cp/Kp) lorsque p est
nie, on désigne par Op(f) le bré inversible adélique sur X dont le faiseau inversible
sous-jaent est OX et tel que
∀x ∈ Xanp , ‖1‖p(x) = (#Fp)
−f(x),
∀ v ∈ Σ \ {p}, ∀ y ∈ Xanv , ‖1‖v(y) = 1.
De façon similaire, si σ : K → C est un plongement et si f est une fontion ontinue
sur Xanσ , on désigne par Oσ(f) le bré inversible adélique dont le faieau inversible
sous-jaent est OX , et tel que
∀x ∈ Xanσ , ‖1‖σ(x) = e
−f(x),
∀ v ∈ Σ \ {σ, σ}, ∀ y ∈ Xanv , ‖1‖v(y) = 1.
Pour toute plae v, l'appliation du groupe additif C0(Xanv ) vers le groupe P̂ic(X)
qui envoie f vers Ov(f) est en fait un homomorphisme de groupes. On désigne par
Cv(X) l'image de ette appliation.
Soient L et L′ deux brés inversibles adéliques sur X et f : L→ L′ un homomor-
phisme non-nul. Pour toute plae v ∈ Σ et tout x ∈ Xanv , l'homomorphisme f induit
une appliation Cv-linéaire fx : Lv,x → L
′
v,x. On note
hv(f) := sup
x∈Xan
v
log ‖fx‖v,
appelé la hauteur loale de f en v. On dénit en outre
h(f) =
1
[K : Q]
∑
v∈Σ
nvhv(f).
Soit L un bré inversible adélique sur X . On dit qu'une setion globale s ∈
H0(X,L) est eetive si, pour toute v ∈ Σ,
‖s‖v,sup := sup
x∈Xan
v
‖s‖v(x) 6 1.
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On dit que L est eetif s'il admet au moins une setion eetive non-nulle. Un
bré inversible adélique L est eetif si et seulement s'il existe un homomorphisme
f : OX → L tel que hv(f) 6 0 pour toute v, où OX désigne le bré inversible adélique
trivial sur X .
3. Critère d'équidistribution par la diérentiabilité
On xe une plae v dans Σ et on désigne par Cv(X) le sous-groupe de P̂ic(X)
formé des brés inversibles hermitiens de la forme Ov(f), où f parourt les fontions
ontinues sur l'espae analytique Xanv .
3.1. Fontions dérivables sur un semi-groupe.  Dans e sous-paragraphe,
on larie la notion de dérivabilité pour les fontions sur P̂ic(X). Par la souis de
luidité de présentation, on hoisit de travailler dans un adre général d'un groupe
ommutatitif G dont la loi de groupe est noté additivement.
Un semi-groupe dans G est par dénition un sous-ensemble C de G qui vérie la
ondition suivante :
si x et y sont deux éléments dans C, alors x+ y ∈ C.
Si C est un semi-groupe dans G et si H est un sous-groupe de G, on dit que C est
ouvert par rapport à H si, pour tout x ∈ C et tout y ∈ H , il existe un entier n > 1 tel
que nx+ y ∈ C, ou de façon équivalente, nx+ y ∈ C pour tout entier n susamment
positif.
Soient H un sous-groupe de G et C un semi-groupe de G qui est ouvert par rapport
à H . Soit f : C → R une fontion, supposée être positivement homogène, i.e., pour
tout x ∈ C et tout entier n > 1, on a f(nx) = nf(x). Si x ∈ C et si v ∈ H ,
on dit que la fontion f est dérivable en x le long de la diretion de v si la suite
(f(nx + v) − f(nx))n>1 onverge dans R. On dit que la fontion f est diérentiable
en x pour les diretions dans H si elle est dérivable en x le long de toute w ∈ H ,
et si l'appliation Dxf : H → R qui assoie w ∈ H en lim
n→∞
f(nx + w) − f(nx) est
additive, autrement dit, Dxf(u + w) = Dxf(u) + Dxf(w) quels que soit u,w ∈ H .
L'appliation Dxf est appelée la dientielle de f en x (relativement à H).
Remarque 3.1.  La diérentiabilité ne dépend pas du semi-groupe de dénition.
On suppose que C1 et C2 sont deux semi-groupes ouverts par rapport à H . Si f1 (resp.
f2) est une fontion sur C1 (resp. C2) dont les réstritions à C1 ∩ C2 se oïnident.
Pour tout élément x ∈ C1 ∩C2, la diérentiabilité de f1 en x pour les diretions dans
H est équivalente à elle de f2 en x pour les diretions dans H .
Le lemme suivant est utile dans la démonstration de la proposition 3.3, qui est un
ritère de diérentiabilité.
Lemme 3.2.  Soit H un sous-groupe de G. Si ϕ : H → R ∪ {+∞} est une
fontion sur-additive ('est-à-dire ∀x, y ∈ H, ϕ(x + y) > ϕ(x) + ϕ(y)) et qui n'est
pas identiquement innie, et si ψ : H → R est une fontion additive telle que ϕ > ψ,
alors ϕ = ψ.
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Démonstration.  Soit η = ϕ − ψ. La fontion η est sur-additive sur H . De plus,
elle est positive. On désigne par θ l'élément neutre du groupe H . Si x ∈ H est un
élément tel que η(x) > 0, alors η(θ) = η(x+ (−x)) > η(x) + η(−x) > 0. En outre, la
fontion η n'est pas identiquement innie, il existe y ∈ H tel que η(y) < +∞. Comme
η(y) = η(y + θ) > η(y) + η(θ), on obtient η(θ) 6 0. Cela est absurde.
Proposition 3.3.  Soient H un sous-groupe de G, C un semi-groupe dans G qui
est ouvert par rapport à H, et x ∈ C. Si f et g sont deux fontions réelles positivement
homogènes sur C qui satisfont aux onditions suivantes :
1) ∀a, b ∈ C, f(a+ b) > f(a) + f(b),
2) f > g, f(x) = g(x),
3) g est diérentiable en x pour les diretions dans H,
alors la fontion f est diérentiable en x pour les diretions dans H. De plus, on a
Dxf = Dxg.
Démonstration.  Pour tout élément w ∈ H , il existe n0(w) ∈ N∗ tel que nx+w ∈ C
quel que soit n > n0(w). De plus, la suite (f(nx+w)− f(nx))n>n0(w) est roissante.
On désigne par Dxf la fontion sur H à valeurs dans R∪{+∞} dénie par Dxf(w) =
lim
n→∞
f(nx+w)−f(nx). Soit θ l'élément neutre de H . Comme Dxf(θ) = 0, la fontion
Dxf n'est pas identiquement innie. En outre, les fontions f et g sont homogènes, et
f(x) = g(x), don f(nx) = g(nx) quel que soit n ∈ N∗. Par onséquent, on a Dxf >
Dxg, où la fontionDxg : H → R est dénie ommeDxg(w) = lim
n→∞
g(nx+w)−g(nx),
qui est additive ar g est diérentiable en x. Enn, si u et w sont deux éléments dans
H , alors
Dxf(u+ w) = lim
n→∞
f(2nx+ u+ w) − 2nf(x)
> lim
n→∞
f(nx+ u) + f(nx+ w) − 2nf(x) = Dxf(u) +Dxf(w).
D'après le lemme 3.2, on obtient que Dxf = Dxg est additive, don la fontion f est
diérentiable en x.
3.2. Critère d'équidistribution.  Dans e sous-paragraphe, on démontre un
ritère d'équidistribution. On onsidère une suite x = (xn)n>1 de points algébriques
dans X . On dit que la suite x satisfait à la ondition d'équidistribution en v ∈ Σ si
la suite de mesure (ηxn,v)n>1 onverge faiblement, ou de façon équivalente, pour tout
bré inversible hermitien Ov(f) ∈ Cv(X), la suite (hOv(f)(xn))n>1 onverge dans R.
Pour tout bré inversible adélique L dans P̂ic(X), on désigne par ϕx(L) l'élément
lim inf
n→+∞
hL(xn) dans R ∪ {±∞}.
Proposition 3.4.  Les onditions suivantes sont équivalentes :
1) la suite x satisfait à la ondition d'équidistribution ;
2) la restrition de ϕx à Cv(X) est additive.
Démonstration.  Pour tout bré inversible hermitien Ov(f) dans Cv(X), la suite
(hOv(f)(xn))n>1 est bornée. Don ϕx(M) ∈ R si M ∈ Cv(X).
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1) ⇒ 2) provient du fait que la limite de la somme de deux suites onvergentes
est égale à la somme des limites de es suites.
2) ⇒ 1) : Soit M un élément dans Cv(X). Par l'additivité de ϕx, on obtient
lim inf
n→∞
hM (xn) = ϕx(M) = −ϕx(M
∨
) = − lim inf
n→∞
(−hM (xn)) = lim sup
n→∞
hM (xn).
Si L est un bré inversible adélique sur X , alors le sous-ensemble
Cv(X,L) := {L
⊗n
⊗Ov(f) | n > 1, Ov(f) ∈ Cv(X)}
de P̂ic(X) est un semi-groupe. On observe que, si ϕx(L) ∈ R, alors la fontion ϕx est
nie sur Cv(X,L).
Théorème 3.5.  Si une suite x = (xn)n>1 de points algébriques dans X satis-
fait à la ondition d'équidistribution, alors pour tout bré vetoriel adélique L tel que
ϕx(L) ∈ R, la fontion ϕx, onsidérée omme une fontion sur Cv(X,L), est dié-
rentiable en L pour les diretions dans Cv(X). Réiproquement, pour que la suite x
satisfasse à la ondition d'équidistribution, il sut qu'il existe un L ∈ P̂ic(X) tel que
(hL(xn))n>1 onverge dans R et que la fontion ϕx soit diérentiable en L pour les
diretions dans Cv(X).
Démonstration.  =⇒ : Pour tout entier m > 1 et tout M ∈ Cv(X), on a
(4) ϕx(L
⊗m
⊗M) = lim inf
n→∞
(
mhL(xn) + hM (xn)
)
= mϕx(L) + ϕx(M),
où on a utilisé l'hypothèse de onvergene de (hM (xn))n>1. Don DLϕx = ϕx est
additive.
⇐= : Pour tout entier m > 1 et tout M ∈ Cv(X), on a enore (4), mais ette
fois-i, on utilise la onvergene de (hL(xn))n>1. Par onséquent, DLϕx s'identie à
la restrition de ϕx à Cv(X). On en déduit que ϕx est additive en Cv(X). D'après la
proposition 3.4, la suite x satisfait à la ondition d'équidistribution.
4. Minorations de la limite inférieure des hauteurs
On a interprété la ondition d'équidistribution par la diérentiabilité de la fontion
dénie par la limite inférieure d'hauteurs (le théorème 3.5). D'après la proposition 3.3,
ette diérentiabilité peut être justiée par minorer la fontion limite inférieure par
des fontions diérentiables. Dans e paragraphe, on onsidère le as où la suite de
points algébrique est générique, autrement dit, toute sous-variété fermée autre que la
variété totale ne ontient qu'un nombre ni de points de la suite.
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4.1. Rappels sur l'inégalité de pentes.  Dans e sous-paragraphe, on rappelle
quelques notions et résultats dans la théorie des pentes en géométrie d'Arakelov due
à Bost. Les référenes sont [6, 7, 9, 8, 16℄.
On appelle bré vetoriel adélique sur SpecK toute donnée (E, (‖ · ‖v)v∈Σ), où E
est un espae vetoriel de rang ni sur K et ‖ ·‖v est une norme sur l'espae E⊗KCv,
soumise aux onditions suivantes :
1) il existe un OK-module projetif E tel que EK = E, et que, pour tout p ∈ Σf , la
norme ‖ · ‖p soit induite par la struture de OK-module sur E .
2) les normes (‖ · ‖σ)σ∈Σ∞ sont invariantes par la onjugaison omplexe.
Étant donnés deux brés vetoriels hermitiens E sur SpecK, la aratéristique
d'Euler-Poinaré de E est par dénition
χ(E) := log(vol(B(E))) − log(covol(E)),
où vol est une mesure de Haar quelonque sur E ⊗K AK , et covol est le ovolume
pour la mesure vol du réseau E dans E ⊗K AK , AK étant l'anneau des adèles de K.
Si E est non-nul, le degré d'Arakelov de E est
d̂eg(E) := χ(E)− χ(K
rkE
),
où K est le bré inversible adélique trivial sur SpecK, et pour tout entier n > 1, K
n
désigne la somme direte orthogonale de n opies de K. En partiulier, d̂eg(K
n
) = 0
pour tout n. Par onvention, le degré d'Arakelov du bré vetoriel adélique nul est
zéro. Si E est un bré adélique hermitien non-nul sur SpecK, on appelle pente de E
le nombre réel
µ̂(E) :=
1
[K : Q]
d̂eg(E)
rkE
.
La pente maximale de E est par dénition la valeur maximale des pentes des sous-brés
adéliques hermitiens de E, noté µ̂max(E). On dénit µ̂max(0) = −∞ par onvention.
Soient E et F deux brés adéliques hermitiens sur SpecK, et f : E → F un
homomorphisme. Pour toute v ∈ Σ, on désigne par hv(f) le logarithme de la norme
(d'opérateur) de l'appliation fCv : E ⊗K Cv → F ⊗K Cv. On note en outre
h(f) =
1
[K : Q]
∑
v∈Σ
nvhv(f).
L'inégalité de pente suivante, qui relie les pentes maximales de la soure et du but
d'un homomorphisme injetif de brés vetoriels adéliques, sera utilisée plus loin dans
la minoration des invariants arithmétiques.
Proposition 4.1.  Soient E et F deux brés vetoriels adéliques non-nuls, f :
E → F une appliation K-lineaire injetive. Alors on a l'inégalité suivante :
(5) µ̂max(E) 6 µ̂max(F ) + h(f).
Démonstration.  Voir [16, Lemme 6.4℄ pour la démonstration.
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4.2. Invariants asymptotiques des brés inversibles hermtiens.  Soient
pi : X → SpecK un K-shéma projetif et intègre. Des invariants arithmétique sont
naturellement dénis pour les brés inversibles hermitiens sur X . Dans la suite, on
présente des onstrutions lassiques et introduit quelques notions.
Minimum essentiel.  Soit L un bré inversible hermitien sur X . Le minimum
essentiel de L, 'est-à-dire le premier minimum (logarithmique) de L, est par dénition
(6) µ̂ess(L) := sup
U(X
U ouvert
inf
x∈U(K)
hL(x).
Lemme 4.2.  Soient L1 et L2 deux brés inversibles hermitiens sur X. Si ϕ est
un homomorhpisme non-nul de L1 vers L2, alors
µ̂ess(L1) 6 µ̂ess(L2) + h(ϕ).
Démonstration.  Pour tout point algébrique x ∈ X(K), on a
hL1(x) = hL2(x) +
∑
v∈Σ
nv log ‖fx‖v 6 hL2(x) + h(f).
Proposition 4.3.  Pour tout bré inversible adélique L sur X, µ̂ess(L) < +∞.
Démonstration.  Soit L un bré inversible adélique ample tel que L
∨
⊗ L soit
eetif. D'après le lemme 4.2, on a µ̂ess(L) 6 µ̂ess(L ). La nitude de µ̂ess(L) provient
don de elle de µ̂ess(L ), établie dans [27℄.
Pente maximale asymptotique.  Soit L un bré inversible adélique tel que L est
gros ('est-à-dire que la dimension d'Iikata de X relativement à L est maximale, voir
[18, 2.2℄). La pente maximale asymptotique de L introduite dans [12℄ est un invariant
arithmétique qui ontrle le omportement asymptotique de la norme de la plus petite
setion eetive non-nulle de L
⊗n
lorsque n tend vers l'innie. Elle est dénie omme
µ̂pimax(L) := lim
n→+∞
1
n
µ̂max(L
⊗n
),
où l'existene de la limite est justiée dans [12, théorème 4.1.8℄.
Capaité setionnelle.  La apaité setionnelle d'un bré inversible adélique L sur
X est par dénition
(7) S(L) := lim
n→+∞
χ(pi∗L
⊗n
)
nd+1/(d+ 1)!
∈ [−∞,+∞[,
où d est la dimension de X . C'est une notion qui généralise le nombre d'auto-
intersetion arithmetique : si L est ample et si toutes les métriques ‖ · ‖v sont semi-
positive, alors S(L) est nie et égale à ĉ1(L)
d+1
. C'est une onséquene du théorème de
Hilbert-Samuel démontré par [17, 1, 27, 2, 20℄ dans diverses situations. L'existene
de la limite (7) est démontrée par Rumely, Lau et Varley [21℄ dans le as où L ample,
et puis par le présent auteur [15℄ au as général. Il s'avère que la apaité setionnelle
est toujours nulle lorsque L n'est pas gros, ar on a χ(pi∗L
⊗n
) = O(nκ(X,L)+1), où
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κ(X,L) est la dimension d'Iitaka de X relativement à L (voir [18, orollaire 2.1.38℄).
Si L est gros, on note
(8) µ̂pi(L) :=
S(L)
[K : Q](d+ 1)vol(L)
,
où le volume de L est déni omme la limite
vol(L) := lim
n→+∞
rkK H
0(X,L⊗n)
nd/d!
.
On appelle µ̂pi(L) la pente asymptotique de L.
Volume arithmétique et pente postive asymptotique.  Le volume arithmétique d'un
bré inversible adélique L sur X est déni dans [19℄ omme
(9) v̂ol(L) = lim sup
n→∞
ĥ0(L
⊗n
)
nd+1/(d+ 1)!
,
où
ĥ0(L
⊗n
) := log#
{
s ∈ H0(X,L⊗n)
∣∣∣ ∀ v ∈ Σ, ‖s‖v,sup 6 1}.
Il s'agit en fait d'une limite dans (9), voir [15℄. Si L est gros, on note
µ̂pi+(L) :=
v̂ol(L)
[K : Q](d+ 1)vol(L)
.
On appelle µ̂pi+(L) la pente positive asymptotique de L.
Mesure asymptotique.  Soit L un bré inversible adélique sur X tel que L est gros.
La mesure asymptotique de L, introduite dans [12℄ et [15℄, est un invariant très
général qui permet de retrouver divers invariants arithmétriques de L par intégration.
Soit n > 1 un entier. L'espae vetoriel En := pi∗(L
⊗n) est ltré par ses minima
suessifs. Pour tout t ∈ R, on note
FtEn := VectK({s ∈ En | ∀ p ∈ Σf , ‖s‖p,sup 6 1, ∀σ ∈ Σ∞, ‖s‖σ,sup 6 e
−nt}).
La suite de mesure de probabilité
(
− ddt rk(FtEn)/ rk(En)
)
n>1
onverge vaguement
vers une mesure de probabilité borélienne νL sur R (voir [13℄ orollaire 3.13 et
remarque 3.14), les dérivées étant prises au sens de distribution. On l'appelle lamesure
asymptotique de L. Cette mesure peut aussi être onstruite par la ltration de Harder-
Narasimhan. Plus préisément, si on note G la ltration de En telle que
∀ t ∈ R, GtEn =
∑
F⊂En
bµmin(F )>nt
F,
alors νL est aussi la limite vague de la suite de mesures
(
− ddt rk(GtEn)/ rk(En)
)
n>1
,
voir [13, 3℄ pour le détail.
Comme GtEn = 0 dès que t > n
−1µ̂max(pi∗(L
⊗n
)), on obtient que le support de la
mesure limite νL est ontenu dans l'intervalle fermé ]−∞, µ̂
pi
max(L)].
12 HUAYI CHEN
Plusieurs invariants arithmétiques de L peuvent être représentés omme des inté-
grales par rapport à νL. On a (f. [15℄)
(10) µ̂pi(L) =
∫
R
x νL(dx), µ̂
pi
+(L) =
∫
R
x+ νL(dx),
où x+ = max(x, 0).
4.3. Comparaisons des invariants arithmétiques.  Le but de e sous-
paragraphe est d'établir les omparaisons omme i-dessous.
Proposition 4.4.  Soit L un bré inversible adélique sur X tel que L soit gros.
Les inégalités suivantes sont vraies :
(11) µ̂ess(L) > µ̂
pi
max(L) > µ̂
pi(L).
Si de plus L est gros, ou de façon équivalente, µ̂pimax(L) > 0, alors
(12) µ̂pimax(L) > µ̂
pi
+(L) > µ̂
pi(L).
La deuxième inégalité de (11) et les inégalités dans (12) proviennent simplement
de l'interprétation des invariants arithmétiques par la mesure asymptotique. La dé-
monstration de la première inégalité fait appel à la méthode de pentes appliquée
aux appliations d'évaluation, voir [8℄ pour un survol et pour une liste omplète de
référenes.
Lemme 4.5.  Soit L un bré inversible adélique sur X. Si B ⊂ X(K) est une
famille de points qui est Zariski dense dans X(K), alors
sup{hL(P ) | P ∈ B} ≥
1
n
µ̂max(pi∗(L
⊗n
))
quel que soit n ∈ N∗. En partiulier, on a sup{hL(P ) | P ∈ B} ≥ µ̂
pi
max(L) si L est
gros.
Démonstration.  Pour tout entier n > 1, soit ϕn l'appliation d'évaluation
H0(X,L⊗n)K −→
⊕
P∈B
P ∗L⊗n.
Comme B est Zariski dense, ϕn est injetive. Par onséquent, il existe un sous-ensemble
ni Bn de B tel que pnϕn soit un isomorphisme, où
pn :
⊕
P∈B
P ∗L⊗n −→
⊕
P∈Bn
P ∗L⊗n
est la projetion anonique. L'inégalité de pentes (5) montre alors que
µ̂max(pi∗(L
⊗n
)) ≤ max
P∈Bn
nhL(P ) + log rk(pi∗L
⊗n).
Par passage à la limite on obtient l'inégalité souhaitée.
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Démonstration de la proposition 4.4.  Soit νL la mesure asymptotique de L.
Comme le support de νL est borné supérieurement par µ̂
pi
max(L), on obtient
µ̂pimax(L) >
∫
R
x νL(dx),
d'où µ̂pimax(L) > µ̂
pi(L). Si de plus µ̂pimax > 0, on a
µ̂pimax(L) >
∫
R
x+ νL(dx) >
∫
R
x νL(dx),
et don µ̂pimax(L) > µ̂
pi
+(L) > µ̂
pi(L). Il reste à vérier la première inégalité de (11).
Soit t > µ̂ess(L) et soit B l'ensemble des points dans X(K) dont la hauteur est
inférieure ou égale à t. Par dénition la famille B est Zariski dense dans X(K).
Le lemme 4.5 montre alors que t > µ̂pimax(L). Comme t est arbitraire, on obtient
µ̂ess(L) > µ̂
pi
max(L).
Remarque 4.6.  On observe dans la démonstration de la proposition 4.4 que
µ̂pimax(L) = µ̂
pi
+(L) implique que la mesure νL se réduit à la mesure de Dira onentrée
en µ̂pimax(L). Cette dernière ondition est équivalente à l'égalité µ̂
pi
max(L) = µ̂
pi(L).
Dans e as-là, le polygone de Harder-Narasimhan asymptotique de L (voir [12℄) se
réduit à un moreau de droite, et on dit que L est asymptotiquement semi-stable.
5. Appliations
Dans e paragraphe, on développe des appliations du ritère d'équidistribution
établi dans 3. D'abord, on explique omment interpréter des résultats lassiques via
le prinipe variationnel par la dérivabilité de ertain invariant arithmétique. Ensuite,
on démontre un résultat d'équidistribution en utilisant la dérivabilité de la pente
positive asymptotique, établie dans [14℄.
5.1. Interprétation des résultats lassiques.  Soient pi : X → SpecK un K-
shéma projetif et intègre et L un bré inversible adélique sur X . Soit x = (xn)n>1
une suite de points algébriques dans X . Dans les résultats d'équidistribution via le
prinipe variationnel omme dans [23, 24, 26, 2, 25, 5℄, les hypothèses suivantes
sont supposées :
(H1) la suite (xn)n>1 est générique, autrement dit, toute sous-variété fermée Y de
X qui est autre que X ne ontient qu'un nombre ni de points parmi les xn ;
(H2) la suite de hauteur (hL(xn))n>1 onverge vers µ̂
pi(L).
Pour tout bré inversible adélique M , on note
ϕx(M) := lim inf
n→+∞
hM (xn) ∈ [−∞,+∞].
Proposition 5.1.  Si la suite x est générique, alors ϕx(M) > µ̂ess(M) pour tout
M ∈ P̂ic(X).
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Démonstration.  Soit U un sous-shéma ouvert non-vide de X . Comme la suite x
est générique, on obtient que U ontient tous sauf un nombre ni de points de x. Par
onséquent,
ϕx(M) > lim inf
n→+∞
hL(xn) > inf
x∈U(K)
hM (x),
d'où ϕx(M) > µ̂ess(M).
Corollaire 5.2.  On suppose que L est gros. Sous les hypothèses (H1) et (H2),
on a
ϕx(L) = µ̂ess(L) = µ̂
pi
max(L) = µ̂
pi
+(L) = µ̂
pi(L).
Démonstration.  C'est une onséquene immédiate de l'inégalité ϕx(L) > µ̂ess(L)
et de (11).
D'après le théorème 3.5 et la proposition 3.3, pour que x satisfasse à la ondition
d'équidistribution en v, il sut de montrer que la fontion µ̂pi est diérentiable en L
pour les diretions dans Cv(X). Il s'avère que, dans les artiles ités plus haut, les
auteurs ont eetivement démontré ette diérentiabilité et ont alulé la diéntielle
de µ̂pi en L, bien que es résultats n'ont pas été énonés de ette façon.
Exemple 5.3.  On suppose que L est ample au sens de [27℄, alors pour tout
M ∈ P̂ic(X) de métriques lisses, le bré inversible adélique L
⊗n
⊗ M est ample
lorsque n est susamment grand. Don le théorème de Hilbert-Samuel de Gillet et
Soulé [17℄ montre que
µ̂pi(L
⊗n
⊗M) =
(nĉ1(L) + ĉ1(M))
d+1
[K : Q](d+ 1)(nc1(L) + c1(M))d
Par onséquent, on a
DLµ̂
pi(M) =
ĉ1(L)
dĉ1(M)
[K : Q]c1(L)d
− dµ̂pi(L)
c1(L)
d−1c1(M)
c1(L)d
.
Cette expression est additive par rapport à M . De plus, si M est de la forme Oσ(f)
(σ : K → C), où f est une funtion lisse Xanσ , alors
DLµ̂
pi(Oσ(f)) =
ĉ1(L)
dĉ1(Oσ(f))
[K : Q]c1(L)d
.
Cela montre que
bc1(L)
d
[K:Q]c1(L)d
peut être onsidérée omme une mesure de probabilité
de Radon sur Xanσ qui est la mesure limite de (ηxn,σ)n>1.
Depuis l'artile [23℄ où ette stratégie a été proposée, on herhe à aaiblir la
ondition de positivité de L. On résume quelques exemples de tels résultats en les
énonçant dans le langage de dierentiabilité.
1) Dans [2℄, Autissier a montré que, si X est de dimension 1, alors la fontion µ̂pi est
diérentiable en tout L tel que L est ample pour les diretions dans Cσ(X).
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2) Dans [11℄, en utilisant l'analogue de l'inégalité de Siu en géométrie d'Arakelov
[25℄, les auteurs ont montré que, si L est ample et si les métriques sur L sont semi-
positives, alors la fontion µ̂pi est diérentiable pour les diretions M intégrables
('est-à-dire que M s'érit omme la diérene de deux brés inversibles adéliques
amples).
3) Dans [5℄, en utilisant le noyau de Bergman, les auteurs ont montré que, si L est
gros et si µ̂pi(L) est ni, alors la fontion µ̂pi est diérentiable pour les diretions
dans Cσ(X), où σ ∈ Σ∞.
5.2. Un résultat d'équidistribution.  Dans e sous-paragraphe, on démontre
le résultat suivant :
Théorème 5.4.  On suppose que L est gros. Si la suite x est générique et si la
suite de hauteurs (hL(xn))n>1 onverge vers µ̂
pi
+(L), alors la suite x vérie la ondition
d'équidistribution.
Démonstration.  D'après [14, théorème 1.1℄, la fontion µ̂pi+ est diérentiable en L
pour les diretions dans P̂ic(X). Par onséquent, la suite x satisfait à la ondition
d'équidistribution, ompte tenu du théorème 3.5.
Remarque 5.5.  Dans le théorème 5.4, on ne suppose auune ondition de posi-
tivité sur les métriques de L.
Corollaire 5.6.  On suppose que L est gros. Si la suite x est générique et si la
suite de hauteurs (hL(xn))n>1 onverge vers µ̂
pi(L), alors la suite x satisfait à la
ondition d'équidistribution.
Démonstration.  Comme L est gros, il existe un bré adélique M sur SpecOK tel
que N := L ⊗ pi∗M soit gros (f. [12, remarque 4.2.16℄). Pour tout entier n > 1,
on a hN (xn) = hL(xn) + µ̂(M). D'autre part, on a µ̂
pi(N) = µ̂pi(L) + µ̂(M). Don
(hN (xn))n>1 onverge vers µ̂
pi(N). D'après le orollaire 5.2, on obtient µ̂pi(N) =
µ̂pi+(N). D'où x satisfait à la ondition d'équidistribution, ompte tenu du théorème
5.4.
Remarque 5.7.  Le théorème 5.4 est en fait une nouvelle démonstration des résul-
tats lassiques. On suppose que L est gros. Bien que en général µ̂pi+(L) est plus grand
ou égal à µ̂pi(L), mais l'hypothèse ϕx(L) = µ̂
pi
+(L) fore es deux quantités à être
égales, omme montré dans la remarque 4.6. D'autre part, l'hypothèse (H2) semble
être prévilégiée aux appliations que l'on dispose. Par exemple, on observe dans [22℄
que le minimum essentiel d'un espae projetif est toujours stritement plus grand
que sa hauteur normalisée. Plus préisément, si X = PnK et si L est OX(1) muni des
métriques de Fubini-Study, alors on a
µ̂ess(L) =
1
2
log(n+ 1), µ̂pi(L) =
1
2
n+1∑
j=2
1
j
.
Cette observation onduit à la question suivante : est-e que d'autre minoration
du minimum essentiel permet d'avoir un énoné d'équidistribution plus général ?
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Un andidat est sans doute la pente maximale asymptotique µ̂pimax. Voii alors une
question plus préise : quel est le domain de diérentiabilité de la fontion µ̂pimax ?
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